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前回の記事では Coulomb ゲージにおける

量子電磁場について紹介しました。これを

（形式的な議論ですが）正準量子化の観点

からもう一度見てみます。Maxwell 方程式

∇ ·E(r, t) = ε−1
0 ρ(r, t),

∇ ·B(r, t) = 0,

∇×E(r, t) = − ∂
∂tB(r, t)

∇×B(r, t) = 1
c2

∂
∂tE(r, t) + 1

ε0c2
J(r, t)

を 4元ポテンシャルAµ = (1cϕ,A)で書き換え

ます: ∃A, ∃Us.t.

B = ∇×A, E = −∂tA−∇ϕ

より,

∆ϕ = −ε−1
0 ρ−∇ · ∂tA, (1)

□A = 1
ε0c2

J −∇Λ, (2)

Λ := ∂µA
µ = ∇ ·A+ c−2∂tϕ

となります。これはLagrangian L st = L st
Rad+

LI+LDのEuler–Lagrange方程式から得られ

ます。ここで

L st
Rad = − ε0c2

4 FµνF
µν = ε0

2 (E
2 − c2B2),

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

が電磁場部分、

LD = iℏc
2 Ψγµ∂µΨ− (∂µΨ)γµΨ−mc2ΨΨ

が荷電粒子場 (Dirac場)部分、

LI = J ·A− ρϕ = −JµA
µ, Jµ = (cρ,−J)

が相互作用項です (ρ = qΨ̃∗Ψ, J = qcΨ̃∗αΨ)

Euler–Lagrange方程式を解くと Aµ で表した

Maxwell方程式 (1)(2)が得られます。Aµの共

役運動量 ΠAµ = ∂L
∂Ȧµ
との間に正準交換関係を

課し (Hilbert空間への表現を決め)て、量子化

を行うのですが、L stに ϕ̇が無いため、A0の

共役運動量は 0となり、このままでは量子化が

行えません。Maxwell方程式のゲージ変換

A′ = A+∇χ, ϕ′ = ϕ− ∂tχ

に対する不変性を用いて Coulombゲージ条件

∇ · A = 0を課して “量子化に不要”な自由度

ϕを消去します。 Maxwell方程式を用いてA0

を Lagrangianから消去し, その後Aの縦成分

At
1を 0と置いて量子化するという手順です。

この場合Eℓ = −∇ϕであり、ϕはCoulombポ

テンシャルに一致します。一方でA0もAj達と

対等に扱って量子化を実行する方法もあります

(詳しくは [1, 2, 3]をご参照下さい)。これを実

行するには、L st
Radにゲージ固定項と言われる

ものを適切に付加し、A0の共役運動量が定義

できるように、しかし Lorentz条件 ∂µA
µ = 0

の下でAµの運動方程式が保たれるようにしま

す。例えば次の様にします:

L st
Rad → LRad = −1

2ε0c
2(∂µA

ν)(∂µAν).

この時 As := A0 = 1
cϕ及び Aj (j = 1, 2, 3)の

共役運動量は

Πs = −ε0Ȧs, Πj = ε0Ȧj

となります。Πsに現れる負符号はMaxwell方

程式の構造、あるいは相対論的構造に依ってお

り、避ける事ができません。この符号の影響を

受け、電磁場部分のHamiltonianの正定値性が

破れてしまいます: t = 0でAµ(r) = A+
µ (r) ⇔

Aµ(k) = A +
µ (−k) etc とし, k-表示で適当な

Hilbert空間において CCRを要求します:

[Aµ(k),Πν(k
′)+] = iℏδµνδ(k−k′), µ, ν = 0, . . . , 3.

そこで消滅演算子 aj , asを

aj(k) =
√

ε0
2ℏω (ωAj(k) +

i
ε0
Πj(k))

as(k) =
√

ε0
2ℏω (ωAs(k)− i

ε0
Πs(k))

1関数 V (r, t) の 3 次元 Fourier 変換 V(k, t) を V =

Vℓ +Vt と、kと平行な縦成分と、直交する横成分に分解
し、Fourier逆変換を施して V = Vℓ + Vt と表します。



とすると,

[ai(k), a
+
j (k

′)] = δijδ(k − k′),

[as(k), a
+
s (k

′)] = −δ(k − k′)

となるため

HRad =

∫
dk

ℏω
2
[

3∑
i=1

(ai(k)
+ai(k) + ai(k)ai(k)

+)

− (as(k)
+as(k) + as(k)as(k)

+)]

となります。この負号問題を解消するためには

4光子Aµのテンソル積BosonFock空間を考え

る際に正定値内積を放棄し、新たに不定計量

( · | · )を導入し、通常の随伴を不定形量に関す
る随伴に置き換えます。さらにテンソル積Fock

空間の中で、Gupta–Bleurer–中西–Lautrupの

補助条件と呼ばれる条件を満たすベクトル達の

なす空間に制限します (物理的部分空間 Vphys

と呼ばれます): k-表示で書くと、これは項Λ =

∂µA
µ が (相互作用がある場合でも)波動方程式

□Λ = 0を満たす、という著しい性質を用いて,

その正振動数部分で消されるΛ(+)Φ = 0ベクト

ル達、と表現されます。この量子化の手続きに

於いては、Vphysには s-光子も縦光子も現れま

せんが、例えば Coulombポテンシャルを記述

する中間状態として現れ、重要な役割を果たし

ます。Vphysのみに物理的情報があると考える

のではなく、s-光子・縦光子と不定形量を伴っ

た全体系を考察する事が今後のドレスト光子研

究にとって有用ではないかと考えています。不

定形量とそれに伴う不安定方向の成分が凝縮と

マクロ化という現象の本質にかかわるという事

は小嶋泉氏のミクロ・マクロ理論 [7]に基づい

た同氏の講演 [6]で初めて明確にされました。

私は量子電磁場のセクター構造 (無限自由度の

量子系であるが故に、量子電磁場は沢山の表現

と、その背後にある表現される量子場を区別し

無ければいけません [4, 5, 7]）を理解する上で、

不定形量空間の上の作用素としてのAµ達の構

造を調べることに興味を持って研究を行ってい

ます。
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