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量子確率論は，その名の通り量子論に触発されて定式化された確率論である [2, 3, 4]。通常現代
的な意味での確率論は測度論的確率論であるが，測度論的確率論と量子確率論はほぼ同時期（1930

年代）に定式化されはじまっており，双方を合わせて確率論が進展していっている。
代数的確率論・非可換確率論とも呼ばれる量子確率論は，代数に基づいて定式化される。特に，

代数Aの中でも ∗-代数と呼ばれる，行列では随伴にあたる ∗-演算（対合）A 7→ A∗をもつ代数を
用いる場合に広く研究が行われている。∗-代数Aの元を確率変数と呼び，Aの元のうち A∗ = A

となる元を実確率変数と呼ぶ。そして，∗-代数Aとその上の状態（期待値汎関数）φの組 (A, φ)
を代数的確率空間と呼ぶ。特に，代数的確率空間 (A, φ)はAが C∗-代数のとき C∗-確率空間と呼
ばれる。測度論的確率論は事象に基づく確率論であり，確率変数とは可測写像のことである。し
かし，一般に非可換代数を駆使する量子確率論において事象は測度論的な文脈で与えられるもの
と同じ意義があると考えることはできない。確率変数・「確率過程」の両立性を前提としない理論
構築が理論の難しさであり測度論的確率論とは異なる将来性があるのである。
C∗-代数的量子論とは，C∗-代数に基づいて定式化される量子論のことであり，量子場など無限自

由度量子系の記述に採用されている。通常公理系において，C∗-確率空間 (X , ω)を用いて量子系の
統計的側面が指定されることを宣言する。C∗-代数的量子論ではHilbert空間は状態 ωが与えられ
るごとにGNS表現 (πω,Hω,Ωω)によりユニタリー同値を除いて一意に与えられる：HωはHilbert

空間，Ωω はHω の単位ベクトル，πω は X のHω 上の表現で

ω(X) = 〈Ωω|πω(X)Ωω〉, X ∈ X (1)

およびHω = πω(X )Ωω を満たすものである。ここで，πが X のH上の表現であるとは，任意の
α, β ∈ C, X,Y ∈ Xに対し，π(X)はH上の有界線型作用素であり，π(αX+βY ) = απ(X)+βπ(Y ),

π(XY ) = π(X)π(Y ), π(X∗) = π(X)∗を満たすもののことである（∗-準同型写像）。数理物理学的
な物理モデルを豊富に例にもつ C∗-代数的量子論は量子確率論研究の動機の一つとなっている。
C∗-代数上の状態が一つ与えられるとGNS表現が構成されるが，いくつも状態があるなかで特

定の表現・Hilbert空間に固執する理由は必ずしもない。あるいは，異なる状態のGNS表現の相
互関係に関心を向けるのが自然である。これは，物理系のマクロな側面を記述し超選択則を提供
するセクター理論 [5, 6]に直結する観点である。そのために，X の双対空間X ∗の線型部分空間の
うち，「中心部分空間」と呼ばれる部分空間に着目する（定義は [8]を参照）。中心部分空間の具体
例を挙げよう。πをH上の X の表現とするとき，X 上の線型汎関数 φが π-正規であるとは，H
上のトレースクラス作用素 σで

φ(X) = Tr[π(X)σ], X ∈ X (2)

となるものが存在するときを言う。このとき，X 上の π-正規線型汎関数の全体 V(π)はX ∗の中心
部分空間である。また，C∗-代数の重要なクラスである von Neumann代数Mの前双対空間M∗

もM∗の中心部分空間である。一般に中心部分空間は表現を介さず特徴づけられていることが本
質で，表現を利用した (2)式の表示を一旦忘れて（すなわち表現から自由な）議論が可能になる。



量子確率論を拡張するにあたり，C∗-確率空間ではなくC∗-確率構造を用いることが本質的な第
一歩である。C∗-確率構造 a = (Xa,Va)とは，C∗-代数 Xaとその上の中心部分空間 Vaの組のこと
である。C∗-確率構造は系を記述する物理量代数と，「特定範囲」のセクターに台を持つ状態空間
上の確率測度を「中心測度」にもつ状態の集まり（から張られる複素線型空間）を指定している。
C∗-確率空間は，あるC∗-確率構造の中心部分空間において状態を一つ選んだ特殊な状況であると
いう出発点の転換である。
C∗-確率構造を用いる利点は，圏論的枠組みとの親和性にある。量子系の記述を目的とし，C∗-確

率構造を対象にもつ圏論的枠組みの候補は 1つではない。すなわち，対象がC∗-確率構造 a, b, · · ·
で量子系の統計的側面を記述し，射

b← a : f (3)

が量子系の変化・動力学の記述に対応するような圏はいくつも考えられるのである。C∗-確率構造
を対象とすることで状態遷移の過程を射とする視点が明確化されるのである。著者が考える，射
の候補は「遷移確率」および「インストルメント」である（インストルメントについては [7, 8]を
参照）。遷移確率を射とする圏が「状態遷移の圏」であり，インストルメントを射とする圏が「イ
ンストルメントの圏」である。圏論の定義では射に結合律が課されており，結合律が満たされる
射の集まりしか許されないという制約がある。どちらの圏も伝統的な量子論から近年の研究まで
統一的視点から捉えるために本質的に役立つ。異なるC∗-確率構造への遷移がある系に著者は興味
がある。
本稿で述べられなかった重要な観点が，量子確率過程による系のダイナミクスの記述である [1]。
X と Y を C∗-代数とし，T を時間に関するパラメータの集合とするとき，各 t ∈ T に対し ∗-準同
型 jt : X → Y の集まり {jt}t∈T を量子確率過程と呼ぶ。これはHeisenberg描像でのダイナミクス
の記述，特に，相関関数をベースとした系の解析を量子確率論の文脈で可能にしたものである。
本稿で紹介した内容の動機となったのは「モビリティの圏」の研究 [9]である。モビリティの圏

は，ソフトロボティクスなど（量子論に限らない）広い考察対象での状態遷移を扱うための枠組
みを圏論的方法により構築する試みの中で定義されたものである。本稿の試みはモビリティの圏
と比べれば量子論という限られた対象を扱っているが，C∗-確率構造を対象とする圏を用いた量子
系のダイナミクスの記述は量子論の枠組みの拡張に貢献すると考えている。
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