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すべての自然数の2乗の逆数の和の値はπ2/6である, つまり

ζ(2) =
∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6

であることはよく知られている. ここで, ζ(2)はリーマンゼータ関数 ζ(s) =
∑∞

n=1 n
−s

(Re(s) > 1)の s = 2における値である. この値を求める問題は「バーゼル問題」とい
われ, オイラーが解決したとされる. 証明方法は沢山あるが, ここではフーリエ級数の
性質を用いた証明の概略を述べる. 1周期分の波形が f(x) = x (−π < x ≤ π)で与えら
れる周期2πの関数f(x)のフーリエ展開は

f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 2

n
sinnx

である. ここでフーリエ級数 f(x) = a0
2
+

∑∞
n=1(an cosnx + bn sinnx)に対して成り立

つパーセバルの等式 a20
2
+
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n=1(a
2
n + b2n) =

1
π

∫ π

−π
f(x)2 dx を用いると

4
∞∑
n=1

1

n2
=

∞∑
n=1

{(−1)n−1 2

n
}2 = 1

π

∫ π

−π

x2 dx =
2

3
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となって ζ(2)の値を得る. じつはこの“ζ(2)” （およびその類似物）はいろんなところ
に顔を出す. 例えば, N以下の自然数の組 (a, b)が互いに素となる確率はNが大きくな
るとき漸近的に 1/ζ(2) = 6/π2に等しい. また, H3を3次元上半空間とし, ω = −1+

√
−3

2

を 1の原始 3乗根とするとき, PSL(2,Z[ω])の指数 12の部分群Γ =

⟨[
1 1

0 1

]
,

[
1 0

ω 1

]⟩
に対し, 軌道空間M = H3/Γの体積は

vol(M) =
3
√
3

2
·
ζQ(

√
−3)(2)

ζ(2)
=

3
√
3

2
L(

(−3
)
, 2) = 2.02988 . . . (1)

と表される [6]. ここでζQ(
√
−3)(2)は代数体Q(

√
−3)のデデキントゼータ関数, L(

(−3
·

)
, 2)

はクロネッカー記号 (−3
·

)に関するL関数の s = 2における値である. vol(M)は 8の字
結び目の双曲体積とも一致する. 次に, グラフまたはコンパクトなリーマン多様体Xに
対して, 以下のようなゼータ関数 (Xのスペクトルゼータ関数)を考える:

ζX(s) =
∑
λ ̸=0

(sgnλ)|λ|−s,

ここで, 和はX のラプラシアン∆X の 0でないすべての固有値 λをわたり, Re(s)は
X に依存し適切に大きいとする. X = S1 のとき, 固有値は {4π2n2|n = 0, 1, . . . },
ζS1(s) = (4π2)−sζ(2s) であるから, スペクトルゼータの s = 1での値 ζX(1)がリーマン
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ゼータの s = 2における値 ζ(2)の類似物であることに注意する. Xが有限グラフの場
合は ζX(s)は有限和である. 例えば, Xがn頂点のサイクルグラフCnのとき, ラプラシ
アンの固有値は4 sin2 πk

n
(k = 1, . . . , n)だから ζCn(s) =

∑n−1
k=1(4 sin

2 πk
n
)−s である. この

とき
ζCn(1) =

n−1∑
k=1

(4 sin2 πk

n
)−1 =

n2 − 1

12
=

1

n
Kf(Cn)

となる. ここでKf(Cn) =
n3−n
12
は グラフCnのキルヒホッフ指数である. キルヒホッフ

指数とはグラフを各辺が単位抵抗を持つような電気回路と見たときの,すべての隣接2頂
点間の抵抗の和である. サイクルグラフの電気抵抗は大きい. ちなみにn頂点の完全グラ
フKnの場合はKf(Kn) = n− 1となり, nが大きいときはサイクルグラフに比べてずっ
と小さい. ζCn(1)とリーマンゼータ値 ζ(2)の関係としてすぐに limn→∞

2ζCn (1)

n2 = 1
π2 ζ(2)

がわかるが, この極限公式が成り立つ背景については [2, 3]を参照のこと. 興味深いの
は ζCn(s)が共形場理論における共形ブロックのなす線形空間の次元公式 (Verlindeの
公式)と関係していることである [4]. キルヒホッフ指数とVerlindeの公式の関係につ
いては論文 [1]がある. 話は変わるが,リーマンゼータの負の偶数 s = −2mでの値は
ζ(−2m) = B2m+1

2m+1
(B2m+1はベルヌーイ数) である. これに対応するCnとZのスペクト

ルゼータの値は

ζCn(−m) =
n−1∑
k=1

(4 sin2 πk

n
)m = n

(
2m

m

)
(0 < m < nのとき), ζZ(−m) =

(
2m

m

)
となる [3]. 右辺の (

2m
m

)はZ上のランダムウォーカーが 2mステップで原点に戻る回数
に等しい. 2m < nのとき, 局所的にサイクルグラフCnと整数格子Zは見分けがつかな
いのでこのような類似性がある. 今度はCnのラプラシアンの固有値の (一部の)積を考
える. 実数xに対し [x]をxを越えない最大の整数とするとき,

lim
n→∞

2π

n
log

([5n/6]∏
k=1

4 sin2 πk

n

)
= vol(M)

が成り立つ. ここで vol(M)は体積 (1), つまり8の字結び目の双曲体積に等しい. 上記
は8の字結び目の体積予想に関連する式でもある [5]. あれこれ関係していて興味深い.
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